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Общая характеристика работы 
 
Актуальность темы. Теория краевых задач для уравнений 
гиперболического и смешанного типов является важнейшим разделом 
современной теории дифференциальных уравнений с частными 
производными. В последние десятилетия исследования в этой области 
проводились наиболее интенсивно благодаря многочисленным приложениям 
в газовой динамике, гидромеханике сжимаемой жидкости, безмоментной 
теории оболочек, теории бесконечно малых изгибаний поверхностей, 
математической биологии, математическом моделировании различных 
процессов и явлений в средах с фрактальной структурой и многими другими 
вопросами механики. 
Основы этой теории заложены в известных работах Ф. Трикоми, С. 
Геллерстедта, К.И. Бабенко, Ф.И. Франкля, М.А. Лаврентьева, А.В. Бицадзе. 
В дальнейших исследованиях отечественных и зарубежных математиков 
рассматривались проблемы разрешимости известных классических краевых 
задач, ставились и исследовались новые краевые задачи, благодаря чему 
теория уравнений гиперболического и смешанного типов вышла на 
центральное место в теории уравнений с частными производными. Большая 
заслуга в этом принадлежит И.Н. Векуа, О.А. Олейник, В.П. Михайлову, С.П. 
Пулькину, В.А. Ильину, Е.И. Моисееву, Л.И. Чибриковой, В.И. Жегалову, 
А.М. Нахушеву. Интересные результаты получены в работах В.Ф. 
Волкодавова, Ф.Г. Мухлисова, Н.Б. Плещинского, Р.С. Хайруллина, К.Б. 
Сабитова, А.Н. Зарубина, О.А. Репина, Л.С. Пулькиной, А.А. Андреева и др. 
Наряду с изучением основных краевых задач для уравнений 
рассматриваемого типа, начиная с семидесятых годов возрос интерес к 
постановке и исследованию краевых задач качественно нового класса. Эти 
задачи, получившие название нелокальных задач, возникали при решении 
многих практических задач, связанных с динамикой почвенной влаги, 
описанием процесса диффузии частиц в турбулентной плазме, 
моделированием процесса излучения лазера и диффузии в трехкомпонентных 
системах. Самому пристальному вниманию нелокальные задачи подверглись 
после публикации работы А.В Бицадзе и А.А. Самарского, в которой были 
предложены новые постановки эллиптических задач с нелокальными 
краевыми условиями. 
Существенный вклад в развитие теории нелокальных краевых задач для 
уравнений гиперболического и смешанного типа внесли В.И. Жегалов и А.М. 
Нахушев, предложившие ряд нелокальных краевых задач нового типа – 
краевых задач со смещением. Эти задачи сразу вызвали широкий интерес 
многих авторов: М.М. Смирнова, Х.Ш. Джураева, М.С. Салахитдинова, А.А. 
Килбаса, О.А. Репина, В.А. Елеева, С.К. Кумыковой и др. Особенно бурно 
теория задач со смещением стала развиваться в последние годы. 
В работах японского математика М. Сайго для гиперболического 
уравнения Эйлера-Дарбу-Пуассона в краевых условиях появились интегралы 
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и производные дробного порядка с гипергеометрической функцией Гаусса 
);;,( zcbaF  в ядре. На сегодняшний день в математической литературе 
имеются многочисленные работы, в которых изучены задачи, содержащие 
операторы Римана-Лиувилля в краевом условии, в то время как нелокальным 
краевым задачам, содержащим обобщенные операторы М. Сайго, было 
посвящено сравнительно мало исследований. Нелокальным задачам, 
содержащим операторы в смысле М. Сайго и операторы подобной 
структуры, посвятили свои работы М.М. Смирнов, М.С. Салахитдинов, А. 
Хасанов, О.А. Репин, А.А. Килбас, Д. Аманов, С.И. Макаров, С.Ю. Назаров, 
А.А. Андреев, Е.Н. Огородников и др. 
В связи с этим возникает необходимость дальнейшего развития теории 
нелокальных краевых задач со смещением для вырождающихся уравнений 
гиперболического и смешанного типов. Актуальность этих исследований 
можно обосновать как внутренними потребностями теоретического 
обобщения классических задач для уравнений математической физики, так и 
прикладными значениями. Следует также отметить и такой аспект теории 
краевых задач со смещением, как получение новых результатов в теории 
дробного интегродифференцирования, а также в области дифференциальных 
и интегральных уравнений. 
Цель работы. Постановка и исследование новых нелокальных краевых 
задач для гиперболических уравнений Геллерстедта и Кароля, для уравнения 
Бицадзе-Лыкова (уравнения влагопереноса), для модельных уравнений 
смешанного эллиптико-гиперболического и параболо-гиперболического типа 
с дробной производной первого и второго родов. 
Общая методика исследования. В работе широко используется аппарат 
специальных функций, методы теории интегральных уравнений, 
дифференциальных уравнений с частными производными и операторов 
дробного интегродифференцирования, известные принципы экстремума для 
уравнений смешанного типа. 
Научная новизна. В диссертации получены следующие новые 
результаты: 
1. Для гиперболических уравнений Геллерстедта и Кароля в явном 
виде получены решения двух новых нелокальных задач, краевые 
условия  которых  содержат  обобщенные операторы дробного 
интегродифференцирования. 
2. Для уравнения влагопереноса при различных значениях 
коэффициента при младшей производной поставлены и исследованы 
задачи со смещением с операторами М. Сайго и Римана-Лиувилля в 
краевом условии. 
3. Для модельных уравнений эллиптико-гиперболического типа 
первого и второго родов доказаны существование и единственность 
решений четырех новых нелокальных задач со смещением, 
содержащих обобщенные дробные операторы в краевом условии. 
4. Выявлены условия, обеспечивающие выполнение принципов 
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экстремума при доказательстве единственности решений. 
5. Доказаны существование и единственность решения нелокальных 
задач для параболо-гиперболических уравнений первого и второго 
родов с частной дробной производной Римана-Лиувилля и наличием 
обобщенных операторов М. Сайго в краевом условии. Решение 
поставленных задач ищется в области с неограниченной 
параболической частью различного вида. 
6. Установлены ограничения на параметры операторов М. Сайго, при 
которых справедливы теоремы единственности и существования 
решения всех поставленных задач. 
На защиту выносятся: 
1) доказательство единственности и существования решения новых 
нелокальных задач, краевые условия которых содержат обобщенные 
операторы дробного интегродифференцирования; 
2) исследование задач со смещением для смешанных уравнений 
эллиптико-гиперболического типа первого и второго родов; 
3) постановка и разрешимость нелокальных задач для параболо-
гиперболических уравнений первого и второго родов с частной 
дробной производной Римана-Лиувилля и наличием обобщенных 
операторов М. Сайго в краевом условии; 
4) доказательство справедливости ограничений на параметры 
обобщенных операторов с гипергеометрической функцией Гаусса в 
ядре, при которых имеют место все сформулированные в работе 
положения. 
Теоретическая и практическая значимость. Работа носит 
теоретический характер. Она является продолжением развития теории 
нелокальных краевых задач для вырождающихся уравнений 
гиперболического и смешанного типов  
Методы исследования могут быть применены для решения и 
исследования широкого класса краевых задач для дифференциальных 
уравнений смешанного типа, а также прикладных задач, приводящих к таким 
уравнениям. 
Апробация результатов. Основные результаты диссертации 
представлены на: 
- втором Всероссийском симпозиуме по прикладной и промышленной 
математике (Самара, 2001 г.); 
- научной конференции «Проблемы современной математики», 
посвященной 125-летию Казанского государственного 
педагогического университета (Казань, 2001 г.); 
- международной научной конференции «Дифференциальные 
уравнения и их приложения» в Мордовском государственном 
университете (Саранск, 2002 г.); 
- международной научной конференции «Дифференциальные 
уравнения и их приложения» в Самарском государственном 
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архитектурно-строительном университете (Самара, 2002 г.); 
- третьей Всероссийской молодежной научной школе-конференции 
«Лобачевские чтения – 2003» в Казанском государственном 
университете (Казань, 2003 г.); 
- межвузовских конференциях «Математическое моделирование и 
краевые задачи» в Самарском государственном техническом 
университете (Самара, 2003-2004 гг.); 
- международных научных конференциях молодых ученых 
«Актуальные проблемы современной науки» в Самарском 
государственном техническом университете (Самара, 2002, 2004 гг.); 
- международной научной конференции «Современные проблемы 
математической физики и информационной технологии» (Ташкент, 
2003 г.); 
- международной научной конференции «Дифференциальные и 
интегральные уравнения с сингулярными коэффициентами» 
(Душанбе, 2003 г.); 
- международном российско-казахском симпозиуме «Уравнения 
смешанного типа и родственные проблемы анализа и информатики» 
(Нальчик, 2004 г.); 
- десятой международной научной конференции имени академика М. 
Кравчука в Национальном техническом университете Украины 
«КПИ» (Киев, 2004 г.); 
- семинарах кафедры прикладной математики и информатики 
СамГТУ в 2003-2004 гг. (руковод. – д. ф.-м. н., проф. Радченко В.П.); 
- семинаре кафедры «Дифференциальные уравнения» в КГУ в 2004 г. 
(руковод. – д. ф.-м. н., проф. Жегалов В.И.); 
Публикации. Шестнадцать работ [1-16], опубликованных автором по 
теме диссертации, отражают ее основные результаты. Список статей 
приведен в конце автореферата. Результаты, полученные в совместной с 
научным руководителем работе [2], принадлежат авторам в равной мере. 
Структура и объем работы. Диссертационная работа изложена на 120 
страницах и состоит из введения, двух глав, включающих 9 параграфов и 
библиографического списка использованных источников, включающего 120 
наименований. Нумерация формул тройная: первая цифра указывает номер 
главы, вторая – номер параграфа, а третья – номер формулы в нем. 
 
Содержание работы 
 
Во введении обоснована актуальность темы, приведен обзор 
результатов исследований по ее тематике, кратко изложено содержание 
работы и методика исследований, приведены основные результаты. 
Глава 1 посвящена нелокальным краевым задачам со смещением для 
дифференциальных уравнений гиперболического типа. 
§ 1.1 носит вспомогательный характер. В нем содержатся определения 
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основных объектов исследования диссертации – операторов дробного 
интегродифференцирования М. Сайго, их связь с операторами Римана-
Лиувилля, а также необходимые свойства и композиционные тождества. 
Приведен ряд лемм, посвященных вопросам действия обобщенных 
операторов в обычных и весовых пространствах Гельдера. 
Будем в дальнейшем обозначать: ( ) )(,,0 xI ϕηβα+  и ( ) )(,,1 xI ϕηβα−  – операторы 
в смысле М.Сайго; ( ) )(0 xI ϕα+  – оператор Римана-Лиувилля; J  – единичный 
интервал 10 << x , J  – единичный отрезок 10 ≤≤ x  прямой 0=y ; )(0 xθ  и 
)(1 xθ  – аффиксы точек пересечения характеристик рассматриваемых 
уравнений, выходящих из точки Jx ∈)0,( , с характеристиками AC  и BC  
соответственно. 
§ 1.2 посвящен исследованию нелокальной краевой задачи для 
гиперболического уравнения первого рода (уравнения Геллерстедта) 
0)( =−− yyxx
m UUy , 0>= constm , 0≤y .                           (1) 
В полуплоскости 0≤y  уравнение (1) обладает двумя семействами 
характеристик: 
0)(
2
2 : 2
2
=−
+
−=
+m
y
m
xAC x , 1)(
2
2 : 2
2
=−
+
+=
+m
y
m
xBC η .           (2) 
Уравнение (1) рассматривается в конечной области D , ограниченной 
интервалом )1,0(  и характеристиками (2) уравнения (1). 
Задача 1.1. Найти функцию )()(),( 2 DCDCyxU ∩∈ , удовлетворяющую 
уравнению (1) в области D  и краевым условиям 
JxxxU ∈∀= )()0,( τ ,                                         (3) 
[ ]( ) [ ]( ) ++ ∆−−∆∆−∆−−∆−−∆+ )()()()( 11,,1101,,01 121111 xtUIBxtUIA θθ βββ  
( ) +++ −∆−−+ )0,(222111 ,,121,,02 xUIBIA ηβαββα  
( ) ,)()0,(1211 1,12,113103 JxxxUIBIA y ∈∀=++ ∆−−−+∆−+∆−−+∆+ ϕββββ            (4) 
где ii BA , , 3,2,1=i  – заданные константы; )( ),( xx τϕ  – заданные функции, 
такие, что 
)1,0(]1,0[)( 2CHx ∩∈ λϕ ,                                       (5) 
)1,0(]1,0[)( 20 1 CHx ∩∈
λτ ;                                       (6) 
,,,,, 21121 αβα∆∆ 2122 ,,,, λλληβ  – действительные числа, причем 
),0()0,(1 ββ ∪−∈∆ , )2(2 +
=
m
mβ , 
2
10 << β , 02 <∆ , 02 >α , 
]1,0min[ 22 +< ηβ , 111 ≤<−+∆ λβ , 121 1 <<− λβ , 120 ∆−<< βλ , 
11 1 ∆−−< ββ , 1],min[1 211 ≤∆−<−+∆ λβ , 1],min[1 211 ≤−<−+∆ βλβ , 
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1]1,min[0 111 <−∆−−< ββλ  при βα −+∆> 111 , (либо 
1]1,1min[0 11111 <−∆−−∆−−++< βββαλ  при βα −+∆<< 10 11 ).   (7) 
Доказана 
Теорема 1.1. Пусть справедливы неравенства (7), iA  и iB  )3,2,1( =i  – 
ненулевые константы, функции )(xϕ  и )(xτ  удовлетворяют соответственно 
условиям (5) и (6). 
Тогда поставленная задача 1.1 (3), (4) для уравнения (1) имеет 
единственное решение ),( yxU , определяемое формулой 
∫∫ −−
−
−−
−
= −−
− η
x
ββ
η
x
ββ
β
xη
νγ
xη
τxηγηx
)()(
)(
)()(
)()(),( 211
21
1 tt
dtt
tt
dttU , 
где ββµν +∆+∆∆−− −= 211 )1()()( 1 xxxx , ])1,0[;()( 10 12
βλν −+∆∈ xHx , 
)(
)2(
21 β
β
γ
Γ
Γ
= , 
)1(
)21(
2
4
2
1
2
2
2 β
β
γ
β
−Γ
−Γ






+
=
m
, при выполнении одного из трех наборов условий: 
1. 0)()( 22 ≠+= bxaxd  )( Jx∈ , 021 <∆<∆−−β , )(sin 12 ∆−= βπKb , 
)(cos)1()( 121 21 ∆−−−=
+∆+∆ βπβ KxKxa , )1(2131 βγ −Γ−= AAK , 
)1(2132 βγ −Γ−= BBK , 





+
−
=
ibxa
ibxax
)(
)(arg)(θ , πθθ 2)0(0 <=≤ , 
( ) )()( 11 101 xgIxxF ∆−−+−+∆= ββ , ( ) −Γ−= ∆−−∆−−+∆+ )()()()( 111 1,,011 xIAxxg τβγϕ βββ  
( ) −Γ− ∆−−∆+∆− )()( 121 1,,111 xIB τβγ ββ ( ) )(222111 ,,121,,02 xIBIA τηβαββα −∆−−+ + , 
)(
)()()(
xd
xFxax =µ ∫ −−
−
− −+∆
−1
0 0
12
1
0
))((
)()
1
1()(
)(
)(
1
xttZ
dttF
x
t
t
x
xd
xbZ βπ
θ
π
, 





 −−+∆++
−
= ∫ )1ln()1(2
ln)(
2
1exp)( 1
1
0
0 x
x
xt
dttxZ β
π
θθ
π
. 
2. 022 ≠+= bad  )( Jx∈ , )(cos 121 ∆−−= βπKKa , )(sin 12 ∆−= βπKb , 
0
)1(
)(1
0
22
1
=
−
∫
−
π
θ
π
θ
tt
dttF
, ,)()
1
1()()()(
1
0
22
1
∫ −−
−
−=
−
xt
dttF
t
x
t
x
d
b
d
xaFx π
θ
π
θ
π
µ  .12 ∆−−=∆ β  
3. 0)()()( 21
2
11 ≠+= xbxaxd  )( Jx∈ , )(sin)1()( 121 21 ∆−−=
−∆−∆− βπβxKxb , 
)(cos)1()( 1211 21 ∆−−−=
−∆−∆− βπβxKKxa , 





+
−
=
)()(
)()(arg)(
11
11
1 xibxa
xibxaxθ , 
πθθ 2)0(0 1 <=≤ , 12 ∆−−<∆ β , ( ) )()1()( 1211 1011 xgIxxxF ∆−−+−∆−∆−−+∆ −= βββ , 
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−=
)(
)()()(
1
11
xd
xFxaxµ ∫ −
−1
0 0
12
1
1
01
))((
)()(
)(
)()( dt
xttZ
tF
t
x
xd
xZxb π
θ
π
, 0
)(
)(1
0
0
2
1
1 =∫
−
tZt
dttF
π
θ , 






+
−
= ∫ π
θθ
π 2
ln)(
2
1exp)(
1
0
1
0
x
xt
dttxZ . 
В § 1.3 рассматривается нелокальная краевая задача для 
гиперболического уравнения второго рода (уравнения Кароля) 
0)( =−− yy
m
xx UyU , 10 << m , 0≤y .                             (8) 
Уравнение (8) рассматривается в конечной области D , ограниченной 
интервалом )1,0(  и характеристиками 
0)(
2
2 : 2
2
=−
−
−=
−m
y
m
xAC x , 1)(
2
2 : 2
2
=−
−
+=
−m
y
m
xBC η           (9) 
уравнения (8). 
Задача 1.2. Найти функцию )()(),( 2 DCDCyxU ∩∈ , удовлетворяющую 
уравнению (8), краевым условиям (3) и 
[ ]( ) ( ) +++ −∆−−+∆−−∆−−∆+ )0,()()( 222111111 ,,121,,0201,,01 xUIBIAxtUIA ηβαββαββ θ  
( ) JxxxUIBIA y ∈∀=++ ∆−−∆−+∆−−+∆+ )()0,(1211 1,,113103 ϕβββ , 
где 32321 ,,,, BBAAA  – заданные константы; )(xϕ , )(xτ  – заданные 
функции, такие, что выполняются условия (5) и )1,0(]1,0[)( 10 CHx ′∩∈
λτ , 
,,,, 1121 βα∆∆ 321222 ,,,,,, λλλληβα  – действительные числа, причем 
),0()0,(1 ββ ∪−∈∆ , ,)2(2 −
=
m
mβ  0
2
1
<<− β , 02 <∆ , ,111 ≤<−+∆ λβ  
11 1 ∆−−< ββ , 120 ∆−<< βλ , 02 >α , ,10 3 << λ  ]1,0min[ 22 +< ηβ , 
1],min[1 211 ≤−<−+∆ βλβ , 1]1,min[0 111 <−∆−−< ββλ  при βα −+∆> 111  
(либо 1]1,1min[0 11111 <−∆−−∆−−++< βββαλ  при βα −+∆<< 10 11 ). 
Доказана теорема существования и единственности решения задачи 1.2, 
аналогичная теореме 1.1. 
В §§ 1.4-1.5 поставлены и исследованы краевые задачи 1.3-1.4 для 
уравнения Бицадзе-Лыкова 
02 =+− xyyxx aUUUy , consta = .                               (10) 
Уравнение (10) рассматривается в конечной области D , ограниченной 
интервалом )1,0(  и характеристиками 
}0,0
2
:),{(
2
≤=−= yyxyxAC , }0,1
2
:),{(
2
≤=+= yyxyxBC  
уравнения (10). 
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Задача 1.3. Найти функцию )()(),( 2 DCDCyxU ∩∈ , удовлетворяющую 
уравнению (10) ( 1=a ) в области D , краевым условиям (3) и 
( ) +






+
−−−
−+ )()]([)()]([ 12
1
,,
2
1
11001 xtUIBxtUIA
c
θθ
ααα  
( ) +++ −+ )0,(22211 ,,12,,02 xUIBIA ηβαηβα  
JxxxUIBIA y
c
∈∀=







++
−−−+
−
+
+ )()0,(2
1
,
2
1
,
2
1
13
2
1
03 ϕ
ααα
, 
где )(xϕ  и )(xτ  – известные функции, такие, что выполняются условия (5) и 
(6), iA , iB  )3,2,1( =i  – заданные константы; 2122121 ,,,,,,,,,, λλληηββααα c  – 
действительные числа, причем 
2
10 << α , 
2
1
<c , 1
2
1
≤<+ λα , 1
2
1
1 << λ , αλ −<< 2
10 2 , 
]1,0min[ 22 +< ηβ , 1−>η , 1]2
1,min[0 11 <−−−< αβλ  при 2
1
1 +>αα  (либо 
,
2
1min[0 11 −−+< ααλ  1]2
1
1 <−−− αβ  при 2
10 1 +<< αα ), 
02 >α , 1],min[2
1
21 ≤−<+ βλα , 2
1
1 −−< αβ . 
Задача 1.4. Найти функцию )()(),( 2 DCDCyxU ∩∈ , удовлетворяющую 
уравнению (10) ( 1−=a ) в области D  и краевым условиям (3) и 
+







+






 −−+
−
−−−−
+ )()]([)()]([ 1
1,,
2
1
110
1,
2
1
,
01 xtUIBxtUIA
c
θθ
ααααα
 
( ) +++ −−−+ )0,(22211 ,,121,,02 xUIBIA ηβααβα  
)()()0,(
1,
2
1
,1
13
1
03 JxxxUIBIA y
c
∈=







++
−−−+
−
+
+ ϕ
ααα , 
где )(xϕ  и )(xτ  – известные функции, такие, что выполняются условия (5) и 
(6); iA , iB  )3,2,1( =i  – заданные константы; ,,,, 121 βααα 2122 ,,,,, λλληβ c  – 
действительные числа, причем 
0
2
1
<<− α , 0<c , 11 ≤<+ λα , 11 1 ≤<+ λα , αλ −<< 20 , 
1],min[1 1 ≤−<+ cλα , 11 −−< αβ , ]1,0min[ 22 +< ηβ , 1],min[1 21 ≤−<+ βλα , 
02 >α , ,min[0 1λ< 1]11 <−−− αβ  при 11 +>αα  (либо 
,1min[0 11 −−+< ααλ 1]11 <−−− αβ  при 10 1 +<< αα ). 
Для задач 1.3-1.4 доказаны теоремы существования и единственности 
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решения, аналогичные теореме 1.1. 
Во второй главе речь идет о нелокальных краевых задачах для 
уравнений смешанного эллиптико-гиперболического типа и уравнений 
параболо-гиперболического типа с частной дробной производной Римана-
Лиувилля. 
В § 2.1 поставлена и изучена нелокальная краевая задача 2.1 для 
эллиптико-гиперболического уравнения второго рода 
)1(0,0||sgn <<=+ mUyyU yy
m
xx .                           (11) 
Уравнение (11) рассматривается в односвязной области D , 
ограниченной кривой Жордана Γ , с концами в точках )0,0(A  и )1,0(B , рас-
положенной в полуплоскости 0>y , и характеристиками (9) уравнения (11). 
Задача 2.1. Найти функцию ∩∪∩∈ )()(),( 1
1 JDCDCyxU  
)()( 21
2
2
1 DDCJDC ∪∩∪∩ , удовлетворяющую уравнению (11) в каждой из 
областей 1D  и ,2D  краевым условиям 
Γ∈∀=
Γ
),(),(),( yxyxyxU ϕ ,                                 (12) 
( ) ( ) += −++−−+−−−++− )()0,()()()]([ 21,0,0012 , ,021 xtUtIBxtUtIAx bcccbcb αθ ββββ  
( ) JxxtI bc ∈∀Ψ+ −++−+ )()(121,,0 11 ββα  
и условиям сопряжения 
),0,()0,( +=− xUxU  )0,()0,( +−=− xUxU yy . 
Здесь )( ),,( ),(1 xyxx αϕΨ  – заданные непрерывные функции; BA,  – 
заданные константы; 
)2(2 −
=
m
m
β , 0
2
1
<<− β ; 211 ,,,,, λλβαcb  – действи-
тельные числа, причем выполняются условия 
]1,0[)(1
λHx ∈Ψ , 10 ≤< λ , β21−<c , c−−> βα 211  (или c−−<< βα 210 1 ), 
12]1,0min[1 −+−< ββ b , 0)1()( 0 >−Γ+ βα kxA
B . 
Единственность решения задачи 2.1 доказывается с помощью аналога 
принципа экстремума А.В. Бицадзе, а вопрос существования решения данной 
задачи сводится к разрешимости уравнения Фредгольма второго рода. 
В § 2.2 рассматривается уравнение смешанного эллиптико-гиперболи-
ческого типа 
)0(,0||sgn >=+ mUUyy yyxx
m                                (13) 
в односвязной области D , ограниченной кривой Жордана Γ , с концами в 
точках )0,0(A  и )1,0(B , расположенной в полуплоскости 0>y , и характе-
ристиками (2) уравнения (13). 
Обозначим через 1D  и 2D  – эллиптическую и гиперболическую части 
смешанной области D  соответственно. 
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Регулярным в области D  решением уравнения (13) назовем функцию 
)()()(),( 21
21 DDCDCDCyxU ∪∩∩∈ , удовлетворяющую уравнению (13) в 
1D  и 2D , и такую, что )0,(xU y  на концах интервала )1,0(  может обращаться 
в бесконечность порядка ниже β21− . 
Задача 2.2. Найти регулярное в области D  решение ),( yxU  уравнения 
(13), удовлетворяющее условиям (12), 
( ) ( ) += −++−−−−+−−−++− )()0,()()()]([ 21,12,210012 , ,021 xtUtIBxtUtIAx ybcccbcb αθ ββββββ  
( ) JxxtI bc ∈∀Ψ+ −++−+ )()(121,,0 11 ββα  
и условиям сопряжения 
)0,()0,( +=− xUxU , )0,()0,( +=− xUxU yy . 
Здесь BA,  )0( <AB  – заданные константы; 
)2(2 +
=
m
m
β , 
2
10 << β ; 
)( ),,( ),(1 xyxx αϕΨ  – заданные непрерывные функции, )(xα  – неубывающая 
неотрицательная функция из класса )(),0( JC k , β21−>k ; 211 ,,,,, λλβαcb  – 
действительные числа, причем 
]1,0[)(1
λHx ∈Ψ , 10 ≤< λ , 0<c , c−−> βα 211  (или c−−<< βα 210 1 ), 
12]1,0min[1 −+−< ββ b . 
Как и в случае задачи 2.1, единственность решения задачи 2.2 вытекает 
из аналога принципа экстремума А.В. Бицадзе. Вопрос же разрешимости 
задачи 2.2, с помощью известного метода регуляризации Карлемана-Векуа, 
сведен к вопросу разрешимости уравнения Фредгольма второго рода. 
Безусловная разрешимость этого уравнения следует из единственности 
решения задачи 2.2. 
В § 2.3 рассматривается параболо-гиперболическое уравнение 




≠−><−−
>−
=
+
,0,1,0,)(
,0,
0
,0
mmyUUy
yUDU
yyxx
m
yxx
α
                         (14) 
которое имеет вырождение первого рода при 0>m  и вырождение второго 
рода при 01 <<− m . 
Здесь α yD ,0+  – частная дробная производная Римана-Лиувилля порядка 
α , 10 <<α  от функции ),( yxU  по второй переменной: 
( ) ∫ −+ −−Γ=
y
y dtty
txU
dy
dyxUD
0
1,0 )(
),(
)1(
1),( α
α
α
   )0,10( ><< yα . 
Пусть −+ ∪= DDD ,  где { }0,10:),( >≤≤=+ yxyxD  – полуполоса, а 
−D  – область, лежащая в нижней полуплоскости )0( <y , ограниченная 
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характеристиками уравнения (14) и отрезком ]1,0[  прямой 0=y .  
Задача 2.3. Найти решение ),( yxU  уравнения (14) при 0>m , в области 
D , удовлетворяющее краевым условиям 
),(),1(),(),0( 21 yyUyyU ϕϕ ==                               (15) 
( ) ( ) ++ −++−−+−−−++− )()0,()()]([ 21,0,02012,,0211 xtUIAxtUtIxA bcccbcb ββββ θ  
( ) JxxgxtUIA ybcc ∈∀=+ −++−−−−+ )()()0,(21,12,2103 βββ ,                  (16) 
а также условиям сопряжения 
)(),(lim),(lim
0
1
0
JxyxUyxUy
yy
∈=
−→
−
+→
α ,                           (17) 
( ) )(),(lim),(lim
0
11
0
JxyxUyxUyy yyyy ∈= −→
−−
+→
αα .                     (18) 
Задача 2.4. Найти решение ),( yxU  уравнения (14) при 01 <<− m , в 
области D , удовлетворяющее краевым условиям (15)-(16), а также условиям 
сопряжения (17)-(18). 
Здесь )()()( 2 JCJCxg ∩∈ , )(1 yϕ , )(2 yϕ  – заданные функции, такие, 
что )()(),( 1
1
1
1 +−− ∈ DCyyyy ϕϕ αα , 0)0()0( 21 == ϕϕ ; )2(2 +
=
m
m
β , ,, 21 AA  
cbA ,,3  – действительные числа, причем, 1A  и 2A  числа одинаковых знаков, 
1A  и 3A  – противоположных знаков, а 0<c . 
Решения ),( yxU  поставленных задач ищутся в классе дважды 
дифференцируемых функций в области D , таких что 
)(),(),(),(1 −+− ∈∈ DCyxUDCyxUy α , 
{ })0,10:),(()( 11 =<<∪∈ +−− yxyxDCUyy yαα , 
)(),( 22 −−+ ∈∪∈ DCUDDCU yyxx . 
Единственность решений задач 2.3-2.4 вытекает из аналога принципа 
экстремума А.В. Бицадзе. Существование решения задач 2.3-2.4 
доказывается путем сведения задач 2.3-2.4 к интегральному уравнению 
Вольтерра второго рода 
∫ −+Γ
+=
x
dttxtBxCx
0
21 ))((
)21(
)()( βν
β
ν , 
где constB =1 , ],[)( baLxC ∈ , ],[ baL  - пространство действительных 
функций )(xϕ  с конечной нормой dtt
b
a
∫= )(0 ϕϕ , и последующим 
использованием теоремы, приведенной в книге М.М. Джрбашяна «Интег-
ральные преобразования и представления функций в комплексной области» 
Теорема 2.1. Пусть функция ],[)( baLxf ∈ . Тогда интегральное 
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уравнение 
∫ −−Γ
+=
x
a
dttutxxfxu )()(
)/1(
)()( 1/1 ρ
ρ
λ , 
где 0>ρ , λ  – произвольный комплексный параметр, имеет единственное 
решение 
[ ]∫ −−+= −
x
a
dttftxEtxxfxu )(/1;)()()()( /11/1 ρλλ ρρ
ρ , 
принадлежащее ],[ baL . 
Здесь 
∑
∞
=
≡
+Γ
=
0
,/1 )()/(
);(
k
k
zE
k
zzE µρρ ρµ
µ  
функция типа Миттаг-Леффлера, которая является целой функцией 
(комплексной) переменной iyxz +=  порядка 0>ρ . При 1=µ  эта функция 
совпадает с функцией Миттаг-Леффлера )1;()(/1 zEzE ρρ ≡ . 
Приведенная теорема, позволяет записать решение интегрального 
уравнения Вольтерра второго рода в явном виде: 
[ ]∫ +−−+= +
+
x
dttCtxBEtxBxCx
0
21
1
21
1
2
1 )(21;)()()()( βν
β
β
β . 
Используя функциональные соотношения между )(xτ  и )(xν  из парабо-
лической и гиперболической частей области D , находим функцию )(xτ  в 
каждой из областей +D  и −D , и получаем решение задач 2.3-2.4 в каждой из 
областей, а значит, и их решение в заданном классе функций в области D . 
В § 2.4 поставлены и исследованы две нелокальные краевые задачи 2.5 и 
2.6 для уравнения (14). 
Пусть −+ ∪= DDD , где { }0,:),( >∞<<−∞=+ yxyxD  – верхняя полу-
плоскость, −D  – область, лежащая в нижней полуплоскости )0( <y  и огра-
ниченная характеристиками уравнения (14) и отрезком ]1,0[  прямой 0=y ; 
)()()( 2 JCJCxg ∩∈  – заданная функция, 
)2(2 +
=
m
m
β , 321 ,, AAA , cb,  – 
действительные числа, причем, 1A  и 2A  числа одинаковых знаков, 1A  и 3A  – 
противоположных знаков, а 0<c . 
Задача 2.5. Найти решение ),( yxU  уравнения (14) при 0>m , в области 
D , удовлетворяющее краевым условиям (16) и 
0),(lim 1
0
=−
→
yxUy
y
α , 0≤<−∞ x , ∞<≤ x1 ,                       (19) 
а также условиям сопряжения (17)-(18). 
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Задача 2.6. Найти решение ),( yxU  уравнения (14) при 01 <<− m , в 
области D , удовлетворяющее краевым условиям (16) и (19), а также 
условиям сопряжения (17)-(18). 
Для доказательства единственности и существования решений задач 2.5-
2.6 применяется методика решения задач 2.3-2.4. 
Отметим, что решения исследуемых задач 2.3-2.6 найдены в явном виде. 
Автор выражает глубокую благодарность своему научному 
руководителю, доктору физико-математических наук, профессору Репину 
Олегу Александровичу за поддержку и постоянное внимание к работе. 
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